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abstract. The article is devoted to analisis of de�nitions and their
properties in type-free languages. In order to achieve this aim we de�ne
logic of de�nitional deduction. The single rule of this logic is replacement
of terms according to their de�nitions. The resulting logic is de�nitionally
equivalent to combinatory logic of Sch�on�nkel�Curry.
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1 Ââåäåíèå

Åñëè èñòîðèþ âîçíèêíîâåíèÿ ëîãèêè âåñòè ñî âðåìåí Ïëàòîíà
è Àðèñòîòåëÿ, òî îêàæåòñÿ, ÷òî îäíîâðåìåííî ýòî áûëà è èñòî-
ðèÿ òåîðèè îïðåäåëåíèé, êîòîðàÿ òðàäèöèîííî ñ÷èòàåòñÿ îäíèì
èç ðàçäåëîâ ëîãèêè. Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òîáû åùå ðàç îáðàòèòü âíèìàíèå íà ðîëü îïðåäåëåíèé â ïðîöåñ-
ñå ïîçíàíèÿ è ïðîàíàëèçèðîâàòü âîçìîæíîñòè èõ èñïîëüçîâàíèÿ
â ëîãè÷åñêèõ ðàññóæäåíèÿõ.

Äîñòàòî÷íî ðàñïðîñòðàíåíî óáåæäåíèå, ÷òî òåîðèÿ îïðåäåëå-
íèé èìååò âïîëíå çàâåðøåííûé âèä è íè÷åãî ïðèíöèïèàëüíî íî-
âîãî äàòü íàì íå ìîæåò, ÷òî îñíîâíàÿ åå çàäà÷à � êëàññèôèöè-
ðîâàòü îïðåäåëåíèÿ ïî âèäàì, óòî÷íÿÿ óñëîâèÿ ïðàâèëüíîñòè
èõ ïðèìåíåíèÿ. Êàê èðîíè÷åñêè çàìå÷àåò Äæ. Áðàóí, �×òîáû
âûçâàòü çåâîòó ó ÷èòàòåëÿ, òðóäíî íàéòè áîëåå ïîäõîäÿùóþ
òåìó, ÷åì îïðåäåëåíèÿ� [1].

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ÿâëÿþòñÿ ÿâíûå îïðåäåëåíèÿ,
êîòîðûå èìåþò ïðîñòóþ ëèíãâèñòè÷åñêóþ ôîðìó,

A =def B.
1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÃÍÔ, ãðàíò � 08-03-00173à
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Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ, îáîçíà÷åííàÿ áóêâîé A, íà-
çûâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûì (äåôèíèåíäóìîì), à ïðàâàÿ ÷àñòü, îáî-
çíà÷åííàÿ áóêâîé B, � îïðåäåëÿþùèì (äåôèíèåíñîì). Ñèìâîë
=def �óêàçûâàåò, ÷òî ïðèíÿòà êîíâåíöèÿ ñ÷èòàòü, ÷òî âûðà-
æåíèå A îçíà÷àåò òî æå ñàìîå, ÷òî è âûðàæåíèå B� [2]. Â
ëåâîé ÷àñòè îïðåäåëåíèÿ îáÿçàòåëüíî ïðèñóòñòâóåò íîâûé òàê
íàçûâàåìûé îïðåäåëÿåìûé òåðìèí, êîòîðûé ââîäèòñÿ â ÿçûê,
ðàñøèðÿÿ åãî.

Î÷åíü ÷àñòî, åñëè ãîâîðèòü î ôîðìàëüíîé ñòîðîíå, ÿâíûå îïðå-
äåëåíèÿ ðàññìàòðèâàþò âñåãî ëèøü êàê íåêîòîðûå ñîêðàùåíèÿ
äðóãèõ êîìáèíàöèé ñèìâîëîâ.

�Îïðåäåëåíèå � ýòî äåêëàðàöèÿ î òîì, ÷òî âíîâü ââåäåííûé
ñèìâîë èëè êîìáèíàöèÿ ñèìâîëîâ îçíà÷àåò òî æå ñàìîå, ÷òî è
íåêîòîðàÿ äðóãàÿ êîìáèíàöèÿ ñèìâîëîâ, çíà÷åíèå êîòîðîé óæå
èçâåñòíî� [3].

Ïîýòîìó îíè íå ìîãóò ïðèâíåñòè ñ ñîáîé íè÷åãî íîâîãî.
�Ïîñëå òîãî, êàê ïîñðåäñòâîì îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûé çíàê

ïîëó÷èë çíà÷åíèå, îí åãî îòíûíå èìååò, è îïðåäåëåíèå ïåðå-
õîäèò â ïðåäëîæåíèå, â êîòîðîì óòâåðæäàåòñÿ òîæäåñòâî.
Êîíå÷íî, ýòî ïðåäëîæåíèå ñîäåðæèò òîëüêî òàâòîëîãèþ, êî-
òîðàÿ íå ðàñøèðÿåò íàøå çíàíèå. Îíî ñîäåðæèò èñòèíó, êî-
òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íàñòîëüêî î÷åâèäíîé, ÷òî êàæåòñÿ áåññîäåð-
æàòåëüíîé. . . Äåéñòâèòåëüíî, ïîñðåäñòâîì îäíèõ îïðåäåëå-
íèé íåëüçÿ äîêàçàòü èñòèíó, êîòîðàÿ áåç íèõ íå áûëà áû äîêà-
çóåìà� [4].

Ýòî ÿâëÿåòñÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, îáîñíîâàíèåì èõ ïðèìåíåíèÿ â
õîäå ðàññóæäåíèé.

Åñëè íàìè ïðèíÿòî îïðåäåëåíèå A =def B, òî â ëþáîì âûðà-
æåíèè ÿçûêà T [A], â êîòîðîå âõîäèò îïðåäåëÿåìîå, ìû ìîæåì çà-
ìåíèòü åãî íà îïðåäåëÿþùåå è ïîëó÷èòü âûðàæåíèå T [B/A]. Ýòî
ïðàâèëî çàìåíû êàæåòñÿ íàñòîëüêî î÷åâèäíûì, ÷òî åãî øèðîêî
èñïîëüçóþò ëþäè, äàæå íå çíàêîìûå ñ òåì, ÷òî òàêîå ëîãèêà.

Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ê ÿâíûì îïðåäåëåíèÿì ïðåäú-
ÿâëÿþòñÿ äâà îñíîâíûõ òðåáîâàíèÿ [5]. Âî-ïåðâûõ, ââåäåíèå ïî-
ñðåäñòâîì îïðåäåëåíèé â ÿçûê íîâûõ ñèìâîëîâ äîëæíî óäîâëå-
òâîðÿòü óñëîâèþ êîíñåðâàòèâíîñòè. Òî åñòü íå ïðèâîäèòü ê òî-
ìó, ÷òî ðàíåå íåäîêàçóåìûå óòâåðæäåíèÿ ÿçûêà L ñòàíîâÿòñÿ
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äîêàçóåìûìè â ðàñøèðåííîì ÿçûêå L+. Âî-âòîðûõ, ìû äîëæ-
íû èìåòü âîçìîæíîñòü ñâîäèòü âûðàæåíèÿ ÿçûêà L+ ê âûðàæå-
íèÿì ÿçûêà L, çàìåíÿÿ îïðåäåëÿåìîå íà îïðåäåëÿþùåå. Âòîðîå
òðåáîâàíèå êàê ðàç è ðàçðåøàåò èñïîëüçîâàòü ïðàâèëî çàìåíû
â õîäå ðàññóæäåíèé. Â ÿâíîé ôîðìå ýòè äâà òðåáîâàíèÿ áûëè
âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàíû Ê. Àéäóêåâè÷åì è Ñ. Ëåñíåâñêèì.

Ëîãèêà, êîòîðóþ ìû ñîáèðàåìñÿ ïîñòðîèòü íèæå, òåñíåéøèì
îáðàçîì ñâÿçàíà ñ êîìáèíàòîðíîé ëîãèêîéØåéíôèíêåëÿ�Êàððè
è λ-èñ÷èñëåíèåì À. ×¼ð÷à [6].

2 Ëîãèêà äåôèíèöèàëüíîé äåäóêöèè
×òîáû ïðèñòóïèòü ê àíàëèçó îïðåäåëåíèé, ìû äîëæíû ôèêñè-
ðîâàòü ÿçûê. Åñëè ìû âîçüìåì ñòàíäàðòíûé ÿçûê ïåðâîïîðÿä-
êîâîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ, òî íà íàøè ðåçóëüòàòû ìîãóò ïî-
âëèÿòü òå íåÿâíûå ïðåäïîñûëêè, êîòîðûå â íåì ïðèíèìàþòñÿ.
Ìû áû ýòîãî íå õîòåëè. Íàøà öåëü � èññëåäîâàòü îïðåäåëåíèÿ
íåçàâèñèìî îò âîçìîæíîé êàòåãîðèàëüíîé ñòðóêòóðû ÿçûêà è
íàïîëíåíèÿ åãî êîíêðåòíûìè äåñêðèïòèâíûìè òåðìèíàìè. Íàì
íóæåí â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ïóñòîé ÿçûê, êîòîðûé âïîñëåä-
ñòâèè ìîã áû áûòü ðàñøèðåí â ëþáîì íàïðàâëåíèè. Îñíîâíàÿ
èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ðàññìîòðåòü ÿçûê ëîãè÷åñêîãî
ñóáúåêòà, êîòîðûé åùå íå ïðèñòóïèë ê ïîçíàíèþ îêðóæàþùå-
ãî åãî ìèðà è ïîòîìó äàæå íèêàê íå êàòåãîðèçîâàë åãî. Ìû íå
ïåðâûå ñòàëêèâàåìñÿ ñ ïîäîáíîé ïðîáëåìîé, è åå ñòàíäàðòíûì
ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ áåñòèïîâûé ÿçûê. Îí íå ñîäåðæèò íè÷åãî,
êðîìå ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò âñåãî ëèøü âîçìîæ-
íûå îáúåêòû ìûñëè.
2.1 Èñõîäíûå ñèìâîëû ÿçûêà

1. V ar � ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ;

2. Const � ìíîæåñòâî êîíñòàíò, êîòîðîå èçíà÷àëüíî ïóñòî;

3. =def � ñèìâîë äëÿ ââåäåíèÿ îïðåäåëåíèé;

4. ), ( � ñêîáêè.

Âûðàæåíèÿ ýòîãî ÿçûêà áóäåì íàçûâàòü òåðìàìè. Îíè ÿâëÿ-
þòñÿ ïðîñòî êîìáèíàöèÿìè ïåðåìåííûõ è êîíñòàíò, ñòðóêòóðè-
ðîâàííûìè ïîñðåäñòâîì ñêîáîê. Èçíà÷àëüíî êîíñòàíò â ÿçûêå
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íåò, íî ìû äîïóñêàåì, ÷òî îíè ìîãóò áûòü ââåäåíû â íåãî ïîç-
æå.

2.2 Òåðìû
1. Åñëè x ∈ V ar, òî x � òåðì;

2. Åñëè c ∈ Const, òî c � òåðì;

3. Åñëè X è Y � òåðìû, òî (XY ) � òåðì;

4. Íè÷òî äðóãîå òåðìîì íå ÿâëÿåòñÿ.

Òåðì âèäà (XY ) íå ïðåäïîëàãàåò íèêàêîé ïîäðàçóìåâàåìîé
èíòåðïðåòàöèè. Ýòî ïðîñòî ñèíòàêñè÷åñêàÿ ðÿäîïîëîæåííîñòü
äâóõ òåðìîâ, êîòîðûì ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü ëþáûå äâà îáúåê-
òà ìûñëè. Âçÿòèå òåðìîâ â ñêîáêè âñåãî ëèøü íà ìàêñèìàëüíî
àáñòðàêòíîì óðîâíå îòðàæàåò òîò ýìïèðè÷åñêèé ôàêò, ÷òî âû-
ðàæåíèÿ ÿçûêà ñòðóêòóðèðîâàíû.

Ïîñêîëüêó ïðè íàøåì îïðåäåëåíèè òåðìà îí ìîæåò ñîäåðæàòü
ìíîãî ñêîáîê, áóäåì äëÿ îáëåã÷åíèÿ âîñïðèÿòèÿ îïóñêàòü ëèø-
íèå ñêîáêè, ïðåäïîëàãàÿ èõ àññîöèàöèþ âëåâî ïðè âîññòàíîâ-
ëåíèè. Íàïðèìåð, òåðì ((((X)Y )Z)U) ïîñëå îïóñêàíèÿ ñêîáîê
ìîæåò áûòü çàïèñàí ïðîñòî êàê XY ZU , à òåðì ((X(Y Z))U) ïðè-
ìåò âèä X(Y Z)U .

Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîë ≡ äëÿ
îáîçíà÷åíèÿ ãðàôè÷åñêîãî ðàâåíñòâà òåðìîâ êàê ÿçûêîâûõ âû-
ðàæåíèé.

2.3 Îäíîâðåìåííàÿ ïîäñòàíîâêà
Ïîñðåäñòâîì T [Z1/x1, . . ., Zn/xn] èëè T [

−−−−→
Zn/xn] áóäåì îáîçíà÷àòü

ðåçóëüòàò îäíîâðåìåííîé ïîäñòàíîâêè òåðìîâ Z1, . . ., Zn â òåðì
T âìåñòî âñåõ âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ x1, . . ., xn, îïðåäåëÿåìûé
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• xi[
−−−−→
Zn/xn] ≡ Zi, ãäå 1 ≤ i ≤ n

• y[
−−−−→
Zn/xn] ≡ y, ãäå y � àòîìàðíûé òåðì, îòëè÷íûé îò xi,

1 ≤ i ≤ n

• (XY )[
−−−−→
Zn/xn] ≡ (X[

−−−−→
Zn/xn])(Y [

−−−−→
Zn/xn]).
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Êðîìå òåðìîâ, îáúåêòíûé ÿçûê ñîäåðæèò êîíñòðóêöèè, íàçû-
âàåìûå îïðåäåëåíèÿìè. Íåîáõîäèìî îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî,
÷òî îïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæàò íå ìåòàÿçûêó, à èìåííî îáúåêò-
íîìó ÿçûêó.

Êîíñòàíòû, ââåäåííûå îïðåäåëåíèÿìè, è ñîñòàâëåííûå ëèøü
èç íèõ òåðìû áóäåì âûäåëÿòü æèðíûì øðèôòîì.

Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì FV (T ) ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåìåííûõ,
âõîäÿùèõ â òåðì T .

2.4 Îïðåäåëåíèÿ
Åñëè T � òåðì, FV (T ) ⊆ {x1, . . ., xn}, n ≥ 0 è D � êîíñòàíòà,
òî Dx1. . .xn =def T � îïðåäåëåíèå.

Â ñëó÷àå, êîãäà n > 0, íîâûé òåðìèí, ïðåäñòàâëåííûé êîí-
ñòàíòîé D, îïðåäåëÿåòñÿ âìåñòå ñ êîíòåêñòîì åãî óïîòðåáëå-
íèÿ. Òàêèå îïðåäåëåíèÿ íàçûâàþòñÿ êîíòåêñòóàëüíûìè. Åñëè
n = 0, òî îïðåäåëåíèå íîâîãî òåðìèíà íå çàâèñèò îò êîíòåêñòà,
ò.å. ÿâëÿåòñÿ íåêîíòåêñòóàëüíûì.

Êàæäîå ïðèìåíåíèå îïåðàöèè îïðåäåëåíèÿ ïðèâîäèò ê ðàñ-
øèðåíèþ êîíñòàíò ÿçûêà è ìíîæåñòâà åãî òåðìîâ. ×òîáû îòðà-
çèòü ýòî â èñïîëüçóåìîé íàìè ñèìâîëèêå, ìû äîëæíû ïðèíÿòü
íåêîòîðûå ñîãëàøåíèÿ.

2.5 Ñîãëàøåíèÿ
1. Ïóñòü ∆ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèé. Ïîñðåäñòâîì

Const(∆) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ êîíñòàíò, ââå-
äåííûõ â ÿçûê îïðåäåëåíèÿìè ∆, ò.å. Const(∆) = {D :
Dx1. . .xn =def T ∈ ∆}.

2. Ïîñðåäñòâîì L(∆) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ïðà-
âèëüíî ïîñòðîåííûõ òåðìîâ â ÿçûêå ñ Const = Const(∆).

Îïåðàöèþ ââåäåíèÿ îïðåäåëåíèé ïðåäñòàâèì â âèäå ïðàâèëà.

2.6 Ïðàâèëî ââåäåíèÿ îïðåäåëåíèé
Åñëè èìååòñÿ ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèé ∆, òåðì T è êîíñòàíòà D,
óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì T ∈ L(∆) è D /∈ L(∆), òî ìû
ìîæåì ðàñøèðèòü ìíîæåñòâî ∆ ïîñðåäñòâîì íîâîãî îïðåäåëå-
íèÿ Dx1. . .xn =def T .
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(DI) ∆, T ∈ L(∆), D /∈ L(∆) ⇒ ∆ ∪ {Dx1. . .xn =def T}

Ìû äîëæíû ó÷åñòü, ÷òî îïðåäåëåíèÿ ââîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íî è ïîýòîìó â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ñîãëàñîâàíû.

2.7 Ñîãëàñîâàííîå ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèé
Ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèé ∆ íàçûâàåòñÿ ñîãëàñîâàííûì, å. è ò. å.
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ < ∆0, . . .,∆n >,
÷òî n ≥ 0, ∆0 = ∅, ∆n = ∆, è äëÿ âñåõ 0 < i ≤n ìíîæåñòâî ∆i

ïîëó÷åíî èç ∆i−1 ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà ââåäåíèÿ îïðåäå-
ëåíèé DI.

Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîñðåäñòâîì îïðåäåëåíèé ëîãè-
÷åñêèé ñóáúåêò âñåãî ëèøü çàïîìèíàåò, êàêèì îáðàçîì èç ïå-
ðåìåííûõ x1, . . ., xn, âõîäÿùèõ â ëåâóþ ÷àñòü îïðåäåëåíèÿ, è,
âîçìîæíî, óæå ñîäåðæàùèõñÿ â ÿçûêå êîíñòàíò, ìîæåò áûòü ïî-
ñòðîåí òåðì, íàõîäÿùèéñÿ â ïðàâîé ÷àñòè îïðåäåëåíèÿ. Íîâàÿ
êîíñòàíòà ÿçûêà, îïðåäåëÿåìûé òåðìèí, ðåïðåçåíòèðóåò ñòðóê-
òóðó îïðåäåëÿþùåãî. Ïîñëå ïðèíÿòèÿ îïðåäåëåíèÿ ýòîò íîâûé
àáñòðàêòíûé îáúåêò ââîäèòñÿ â óíèâåðñóì ðàññóæäåíèÿ è ñòà-
íîâèòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíûì îáúåêòîì ìûñëè ëîãè÷åñêîãî ñóáúåê-
òà, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó êîíñòàíòà ìîæåò ó÷àñòâîâàòü â ïî-
ñòðîåíèè íîâûõ òåðìîâ. Â îáûäåííîé ïðàêòèêå, îïðåäåëèâ, ÷òî
çíà÷èò ðàçäåëèòü îäíî ÷èñëî íà äðóãîå, ìû íà÷èíàåì ãîâîðèòü
îá îïåðàöèè äåëåíèÿ, êîòîðîé îâëàäåëè, êàê î ñàìîñòîÿòåëü-
íîì îáúåêòå. Íåîáõîäèìî îñîáî îòìåòèòü, ÷òî íîâûé àáñòðàêò-
íûé îáúåêò ñóùåñòâóåò íåçàâèñèìî îò êàêîé-ëèáî èíòåðïðåòà-
öèè ÿçûêà, òàê êàê åãî çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðà ÿçûêîâîãî
òåðìà, êîòîðûé ìû ïîñòðîèëè è âûáðàëè íà ðîëü äåôèíèåíñà.

2.8 Ïðàâèëî çàìåíû
Åñëè Dx1. . .xn =def T � îïðåäåëåíèå, à X{DY1. . .Yn} � òåðì, ñ
âûäåëåííûì êîíêðåòíûì âõîæäåíèåì òåðìà DY1. . .Yn, òî
X{T [

−−−−→
Yn/xn]} åñòü ðåçóëüòàò çàìåíû DY1. . .Yn ñîãëàñíî îïðåäå-

ëåíèþ íà T [
−−−−→
Yn/xn].

(DE) Dx1. . .xn =def T , X{DY1. . .Yn} ⇒ X{T [
−−−−→
Yn/xn]}

Ïðè êàæóùåéñÿ ñëîæíîñòè ôîðìóëèðîâêè ïðàâèëà çàìåíû
îíî íå ïðåäñòàâëÿåò íè÷åãî íåîáû÷íîãî. Âñïîìíèì, êàê ìû ââî-
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äèì â ÿçûê ëîãèêè âûñêàçûâàíèé îïðåäåëåíèå ñâÿçêè ýêâèâà-
ëåíöèè

p ↔ q =def (p ⊃ q)&(q ⊃ p).

Âñòðåòèâ ôîðìóëó A∨ (B ↔ C) è ïîæåëàâ óñòðàíèòü ýêâèâà-
ëåíöèþ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûì îïðåäåëåíèåì, ìû äîëæíû
ïîäñòàâèòü â äåôèíèåíñ âìåñòî ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé
p ôîðìóëó B, ïîäñòàâèòü âìåñòî ïåðåìåííîé q ôîðìóëó C, ò.å.
âûïîëíèòü îïåðàöèþ îäíîâðåìåííîé ïîäñòàíîâêè ((p ⊃ q)&(q ⊃
p))[B/p, C/q], ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå ôîðìóëó (B ⊃ C)&(C ⊃ B)
è ïîñëå ýòîãî ïðîèçâåñòè çàìåíó (B ↔ C) íà (B ⊃ C)&(C ⊃ B).
Ðåçóëüòàòîì çàìåíû áóäåò ôîðìóëà A ∨ ((B ⊃ C)&(C ⊃ B)).
Èìåííî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ è îòðàæåíà â íàøåé ôîð-
ìóëèðîâêå ïðàâèëà çàìåíû.

2.9 Äåôèíèöèàëüíîé äåäóêöèåé
(âûâîäîì) òåðìà X èç ñîãëàñîâàííîãî ìíîæåñòâà îïðåäåëåíèé
∆ è êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òåðìîâ Σ ⊆ L(∆) íàçûâàåòñÿ íåïó-
ñòàÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü < X0, . . ., Xn > òåðìîâ, ãäå
Xn = X è êàæäûé ÷ëåí êîòîðîé ëèáî ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì Σ,
ëèáî ïîëó÷åí ïî ïðàâèëó DE èç ïðåäøåñòâóþùèõ òåðìîâ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè è îïðåäåëåíèé ∆.

Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè âñÿêèé ðàç, ãîâîðÿ î ìíîæåñòâå
îïðåäåëåíèé, ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñîãëà-
ñîâàííûì.

Çàïèñü ∆;Σ > X áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ñóùåñòâóåò âûâîä òåð-
ìà X èç ìíîæåñòâà îïðåäåëåíèé ∆ è ìíîæåñòâà ïîñûëîê Σ. Â
òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèé ∆ ôèêñèðîâàíî, è
ýòî íå ìîæåò âûçâàòü íåäîðàçóìåíèé, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñîêðàùåííóþ çàïèñü Σ > X.

3 Ñâîéñòâà ëîãèêè äåôèíèöèàëüíîé äåäóêöèè
ËÅÌÌÀ 1. Âûâîä ∆;Σ > X èìååò ìåñòî, å. è ò. å. äëÿ íåêî-
òîðîãî òåðìà Y ∈ Σ èìååò ìåñòî âûâîä ∆; {Y } > X.

Ëåììà äîêàçûâàåòñÿ ïðîñòîé èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ âû-
âîäà. Áàçèñ èíäóêöèè î÷åâèäåí, à äîêàçàòåëüñòâî øàãà èíäóê-
öèè ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïîñûëêà ïðàâèëà DE ñîñòîèò èç îäíîãî
îïðåäåëåíèÿ è îäíîãî òåðìà.
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Áëàãîäàðÿ ýòîé ëåììå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñâîéñòâ ëîãèêè äå-
ôèíèöèàëüíîé äåäóêöèè íàì äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü âûâîäû
ëèøü èç îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà òåðìîâ Σ. Â äàëüíåéøåì
âìåñòî ∆; {Y } > X áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü ∆;Y > X.
ËÅÌÌÀ 2. Ëîãèêà äåôèíèöèàëüíîé äåäóêöèè îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì ×¼ð÷à�Ðîññåðà. Åñëè èìåþò ìåñòî âûâîäû ∆; X > Y è
∆;X > Z, òî ñóùåñòâóåò òàêîé òåðì U , ÷òî èìåþò ìåñòî
âûâîäû ∆;Y > U è ∆; Z > U .

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåé ñòà-
òüè.

Èç ñâîéñòâà ×¼ð÷à�Ðîññåðà ñëåäóåò, ÷òî â ëîãèêå äåôèíèöè-
àëüíîé äåäóêöèè îòíîøåíèå âûâîäèìîñòè îáëàäàåò ôóíêöèî-
íàëüíûìè ñâîéñòâàìè è ïîýòîìó ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ãîâîðèò î òîì, ÷òî êàêèå áû îïðåäåëåíèÿ
ìû íè ïðèíèìàëè, ýòî íèêîãäà íå ñäåëàåò ëîãèêó ïðîòèâîðå÷è-
âîé â ñìûñëå òðèâèàëüíîñòè.
ÒÅÎÐÅÌÀ 3 (íåòðèâèàëüíîñòè). Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà îïðå-
äåëåíèé ∆ ñóùåñòâóþò òàêèå òåðìû X è Y , ÷òî âûâîä ∆; X >
Y íå èìååò ìåñòà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Åñëè ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèé ∆ ïóñòî, òî íåòðèâèàëüíîñòü

ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âñå âûâîäû èìåþò âèä ∅; X > X.
Åñëè ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèé ∆ íåïóñòî, òî îíî ñîäåðæèò õîòÿ

áû îäíî êîíòåêñòóàëüíîå îïðåäåëåíèå âèäàDx1. . .xn =def T , ãäå
n > 0. Î÷åâèäíî, ÷òî âûâîä ∆;D > (DD) íå èìååò ìåñòà, òàê
êàê íè äëÿ îäíîãî îïðåäåëåíèÿ èç ìíîæåñòâà ∆ ïðàâèëî DE ê
êîíñòàíòå D íå ïðèìåíèìî, èáî åå êîíòåêñò íå çàïîëíåí. q.e.d.

Îïðåäåëåíèÿ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ êîíñåðâàòèâíî-
ñòè. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñâîéñòâà ÿâëÿåòñÿ ñîäåðæàíèåì ñëå-
äóþùåé òåîðåìû.
ÒÅÎÐÅÌÀ 4 (î êîíñåðâàòèâíîñòè îïðåäåëåíèé). Åñëè äëÿ ìíî-
æåñòâà îïðåäåëåíèé ∆ è òåðìîâ X, Y ∈ L(∆) íå âåðíî, ÷òî
èìååò ìåñòî âûâîä ∆; X > Y , òî äëÿ ëþáîãî íîâîãî îïðåäå-
ëåíèÿ Dx1. . .xn =def T âûâîä ∆ ∪ {Dx1. . .xn =def T}; X > Y
òàêæå íå áóäåò èìåòü ìåñòà.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ X, Y ∈ L(∆) èìååò ìåñòî âûâîä ∆ ∪

{Dx1. . .xn =def T}; X > Y . Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òàêæå
áóäåò èìåòü ìåñòî âûâîä ∆; X > Y . Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèì
èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ âûâîäà ∆∪{Dx1. . .xn =def T}; X > Y .

Áàçèñ, Y = X.
Òàê êàê X ∈ L(∆), òî èìååò ìåñòî âûâîä ∆;X > X.
Èíäóêöèîííûé øàã. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà

òåðì Y èìååò âèä Y {U [
−−−−→
Zk/xk]} è ïîëó÷åí ïî ïðàâèëó DE èç

íåêîòîðîãî ïðåäøåñòâóþùåãî òåðìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Y {WZ1. . .Zk} è îïðåäåëåíèÿ Wx1. . .xk =def U ∈ ∆ ∪ {Dx1. . .
xn =def T}.

Ïî èíäóêòèâíîìó äîïóùåíèþ èìååò ìåñòî âûâîä ∆;X >
Y {WZ1. . .Zk}, íî â ýòîì ñëó÷àå Y {WZ1. . .Zk} ∈ L(∆) è, ñëå-
äîâàòåëüíî, Wx1. . .xk =def U ∈ ∆. Îòñþäà ïîëó÷àåì âûâîä
∆;X > Y {U [

−−−−→
Zk/xk]}. q.e.d.

Âàæíåéøèì ñâîéñòâîì êîìáèíàòîðíîé ëîãèêè, λ-èñ÷èñëåíèÿ
×¼ð÷à è ëîãèêè äåôèíèöèàëüíîé äåäóêöèè ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå
íåïîäâèæíûõ òî÷åê äëÿ ëþáîãî òåðìà è ñóùåñòâîâàíèå ýôôåê-
òèâíîãî àëãîðèòìà äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ.
ÒÅÎÐÅÌÀ 5 (î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ). Äëÿ âñÿêîãî ìíîæå-
ñòâà îïðåäåëåíèé ∆ è âñÿêîãî òåðìà F ∈ L(∆) ñóùåñòâóåò
òàêîé òåðì X ∈ L(∆ ∪ {Axy =def y(xxy)}), ÷òî èìååò ìåñòî
âûâîä ∆ ∪ {Axy =def y(xxy)}; X > FX.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü F ∈ L(∆) � ïðîèçâîëüíûé òåðì. Â êà÷åñòâå èñêîìîãî

òåðìà X âîçüìåì AAF .

1. AAF

2. y(xxy)[A/x, F/y] � èç 1 ïî DE

3. F (AAF ) � èç 2 ïî îïð. 2.3

4. FX � èç 1, 3

q.e.d.
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ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 6. Ïóñòü ∆ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî îïðåäåëå-
íèé, à C � ïðîèçâîëüíûé òåðì â ÿçûêå L(∆). Îáîçíà÷èì ïî-
ñðåäñòâîì Θ ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèé ∆∪ {Gx0x1. . .xn =def C,
Axy =def y(xxy)}. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé òåðì F ∈ L(Θ),
÷òî äëÿ âñÿêèõ òåðìîâ T1, . . ., Tn ∈ L(Θ) èìååò ìåñòî âûâîä
Θ;FT1. . .Tn > C[F/x0, T1/x1, . . ., Tn/xn].

Â êà÷åñòâå èñêîìîãî òåðìà F âîçüìåì AAG.

1. AAGT1. . .Tn

2. (y(xxy)[A/x,G/y])T1. . .Tn � èç 1 ïî DE

3. G(AAG)T1. . .Tn � èç 2 ïî îïð. 2.3

4. C[(AAG)/x0, T1/x1, . . ., Tn/xn] � èç 3 ïî DE

5. C[F/x0, T1/x1, . . ., Tn/xn] � èç 1�4

Äëÿ òåõ, êòî ñïåöèàëüíî íå èíòåðåñîâàëñÿ ïîíÿòèåì íåïî-
äâèæíîé òî÷êè, íåîáõîäèìî ïîÿñíèòü, ÷òî ýòî òàêîå, è ïî÷åìó
îíî äåéñòâèòåëüíî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ.

Îäíîé èç ñòàíäàðòíûõ çàäà÷ àðèôìåòèêè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå
óðàâíåíèé âèäà f(x) = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå èìååò â
òî÷íîñòè òå æå êîðíè, ÷òî è óðàâíåíèå f(x) = x− x, êîòîðîå, â
ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó f(x) + x = x.
Îáîçíà÷èì f(x) + x ïîñðåäñòâîì g(x). Ïîëó÷àåì, ÷òî çàäà÷à
ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ f(x) = 0 ðàâíîñèëüíà ðåøåíèþ
óðàâíåíèÿ g(x) = x, ò.å. íàõîæäåíèþ òàêèõ x, ïðè êîòîðûõ
çíà÷åíèå ôóíêöèè g(x) ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì åå àðãóìåíòà.
Îòñþäà è ïîÿâèëñÿ òåðìèí íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. Ðÿä ãëóáîêèõ
òåîðåì ìàòåìàòèêè ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ñóùåñòâîâàíèÿ
íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Òåîðåìà 5 è ñëåäñòâèå 6 ãîâîðÿò î òîì, ÷òî êàæäûé òåðì äå-
ôèíèöèàëüíîé ëîãèêè èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó, è ýòó òî÷êó
(òåðì) ìîæíî ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ìû ìî-
æåì ðàñøèðèòü íàøó ëîãèêó íîâûì âèäîì îïðåäåëåíèé, êîòî-
ðûå ïîçâîëÿþò ââîäèòü â ÿçûê íîâûå êîíñòàíòû ïîñðåäñòâîì
ñàìîðåôåðåíöèè. Â îáû÷íîé ëîãèêå òàêèõ îïðåäåëåíèé ñòàðàþò-
ñÿ èçáåãàòü, ñ÷èòàÿ ñàìîðåôåðåíöèþ ïîðî÷íûì êðóãîì è îøèá-
êîé. Îãðàíè÷åííàÿ ôîðìà îïðåäåëåíèé ïîñðåäñòâîì ñàìîðåôå-
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ðåíöèè èñïîëüçóåòñÿ â ìàòåìàòèêå ïîä íàçâàíèåì ðåêóðñèâíûõ
îïðåäåëåíèé.

3.1 Îïðåäåëåíèÿ ÷åðåç íåïîäâèæíûå òî÷êè
Åñëè T � òåðì, FV (T ) ⊆ {x0, x1, . . ., xn}, è D � êîíñòàíòà,
òî Dx1. . .xn =dfp T [D/x0] � îïðåäåëåíèå ÷åðåç íåïîäâèæíóþ
òî÷êó.

3.2 Ïðàâèëî ââåäåíèÿ îïðåäåëåíèé ÷åðåç
íåïîäâèæíóþ òî÷êó

Åñëè èìååòñÿ ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèé ∆, òåðì T è êîíñòàíòà D,
óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì T ∈ L(∆) è D /∈ L(∆), òî ìû
ìîæåì ðàñøèðèòü ìíîæåñòâî ∆ ïîñðåäñòâîì íîâîãî îïðåäåëå-
íèÿ Dx1. . .xn =dfp T [D/x0].

(DFI) ∆, T ∈ L(∆), D /∈ L(∆) ⇒ ∆ ∪ {Dx1. . .xn =dfp T [D/x0]}
Î÷åâèäíî, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïåðåìåííàÿ x0 íå èìååò

âõîæäåíèé â òåðì T, îïðåäåëåíèÿ ÷åðåç íåïîäâèæíóþ òî÷êó
ñîâïàäàþò ñ îáû÷íûìè îïðåäåëåíèÿìè.

3.3 Ðàñøèðåííîå ñîãëàñîâàííîå ìíîæåñòâî
îïðåäåëåíèé

Ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèé ∆ íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííûì ñîãëàñî-
âàííûì, å. è ò. å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíî-
æåñòâ < ∆0, . . .,∆n >, ÷òî n ≥ 0, ∆0 = ∅, ∆n = ∆ è äëÿ âñåõ
0 < i ≤ n ìíîæåñòâî ∆i ïîëó÷åíî èç ∆i−1 ïóòåì ïðèìåíåíèÿ
ïðàâèëà ââåäåíèÿ îïðåäåëåíèé DI èëè DFI.

3.4 Ïðàâèëî çàìåíû
(Äëÿ îïðåäåëåíèé ÷åðåç íåïîäâèæíóþ òî÷êó). Åñëè Dx1 . . .
xn =dfp T [D/x0] � îïðåäåëåíèå, à X{DY1. . .Yn} � òåðì, ñ âû-
äåëåííûì âõîæäåíèåì òåðìà DY1. . .Yn, òî X{T [D/x0, Y1/x1, . . .,
Yn/xn]} åñòü ðåçóëüòàò çàìåíû DY1. . .Yn ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ
íà T [D/x0, Y1/x1, . . ., Yn/xn]

(DFE) Dx1. . .xn =dfp T [D/x0], X{DY1. . .Yn} ⇒
X{T [D/x0, Y1/x1, . . ., Yn/xn]}.

Íàì îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåíèÿ ÷åðåç íåïîäâèæíóþ
òî÷êó íå ìîãóò ïðèâåñòè íè ê ÷åìó ïëîõîìó.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 7 (î êîíñåðâàòèâíîñòè îïðåäåëåíèé ÷åðåç íåïîäâèæ-
íóþ òî÷êó). Åñëè äëÿ ìíîæåñòâà îïðåäåëåíèé ∆ è òåðìîâ
X, Y ∈ L(∆) íå âåðíî, ÷òî èìååò ìåñòî âûâîä ∆; X > Y ,
òî äëÿ ëþáîãî íîâîãî îïðåäåëåíèÿ Dx1. . .xn =dfp T [D/x0] âûâîä
∆ ∪ {Dx1. . .xn =dfp T [D/x0]}; X > Y òàêæå íå áóäåò èìåòü
ìåñòà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîïóñòèì, ÷òî èìååò ìåñòî âûâîä ∆∪{Dx1. . .xn =dfp T [D/x0]};

X > Y . Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òàêæå áóäåò èìåòü ìåñòî
âûâîä ∆; X > Y .

Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì Θ ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèé ∆∪
{Axy =def y(xxy),Gx0x1. . .xn =def T}.

Âî âñåõ òåðìàõ âûâîäà ∆ ∪ {Dx1. . .xn =dfp T [D/x0]}; X > Y
çàìåíèì êîíñòàíòó D íà òåðì AAG. Ïîêàæåì, ÷òî ðåçóëüòàòîì
òàêîé çàìåíû ÿâëÿåòñÿ âûâîä Θ;X > Y .

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèì èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ âûâîäà
∆ ∪ {Dx1. . .xn =dfp T [D/x0]};X > Y .
a) Y = X.

Òàê êàê X ∈ L(∆), òî Θ;X > X.
b) Â âûâîäå ∆ ∪ {Dx1. . .xn =dfp T [D/x0]}; X > Y òåðì Y

èìååò âèä Y {N [
−−−−→
Zk/xk]} è ïîëó÷åí ïî ïðàâèëó DE èç òåðìà

Y {SZ1. . .Zk} è îïðåäåëåíèÿ Sx1. . .xk =def N ∈ ∆.
Ïî èíäóêòèâíîìó äîïóùåíèþ, èìååò ìåñòî âûâîä

Θ;X > U{SV1. . .Vk},

ãäå U , V1, . . ., Vk åñòü ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìàõ Y , Z1, . . ., Zk

êîíñòàíòû D íà òåðì AAG. Èç òåðìà U{SV1. . .Vk} ïðèìåíåíè-
åì ïðàâèëà DE ïîëó÷àåì òåðì U{N [

−−−→
Vk/xk]} è ñîîòâåòñòâåííî

âûâîä Θ;X > U{N [
−−−→
Vk/xk]}.

c) Â âûâîäå ∆∪{Dx1. . .xn =dfp T [D/x0]}; X > Y òåðì Y èìååò
âèä Y {N [S/x0, Z1/x1, . . ., Zn/xk]} è ïîëó÷åí ïî ïðàâèëó DFE èç
òåðìà Y {SZ1. . .Zk} è îïðåäåëåíèÿ Sx1. . .xk =dfp N [S/x0].

Ïî èíäóêòèâíîìó äîïóùåíèþ, èìååò ìåñòî âûâîä

Θ;X > U{SV1. . .Vk},
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ãäå U , V1, . . ., Vk åñòü ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìàõ Y , Z1, . . ., Zk

êîíñòàíòû D íà òåðì AAG. Èç òåðìà U{SV1. . .Vk} ïðèìåíåíè-
åì ïðàâèëà DFE ïîëó÷àåì òåðì U{N [S/x0, V1/x1, . . ., Vk/xk]} è
ñîîòâåòñòâåííî âûâîä Θ;X > U{N [S/x0, V1/x1, . . ., Vk/xk]}.
d) Â âûâîäå ∆∪{Dx1. . .xn =dfp T [D/x0]}; X > Y òåðì Y èìå-

åò âèä Y {T [D/x0, Z1/x1, . . ., Zn/xn]} è ïîëó÷åí ïî ïðàâèëó DFE
èç òåðìà Y {DZ1. . .Zn} è îïðåäåëåíèÿ Dx1. . .xn =dfp T [D/x0].

Ïî èíäóêòèâíîìó äîïóùåíèþ, èìååò ìåñòî âûâîä

Θ;X > U{AAGV1. . .Vn},
ãäå U , V1, . . ., Vn åñòü ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìàõ Y , Z1, . . ., Zn

êîíñòàíòû D íà òåðì AAG. Ïðîäîëæèì ýòîò âûâîä.

1. U{AAGV1. . .Vn} � çàêëþ÷èòåëüíûé òåðì ïðåäøåñòâóþ-
ùåãî âûâîäà

2. U{(y(xxy)[A/x,G/y])V1. . .Vn} � èç 1 ïî DE

3. U{G(AAG)V1. . .Vn} � èç 2 ïî îïð. 2.3

4. U{T [AAG/x0, V1/x1, . . ., Vn/xn]} � èç 3 ïî DE

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè âûâîä Θ;X > U{T [AAG/x0,
V1/x1, . . ., Vn/xn]}.

Âñå ñëó÷àè ðàññìîòðåíû. Òàê êàê â âûâîäå Θ;X > Y ïî óñëî-
âèþ òåîðåìû X, Y ∈ L(∆), òî ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ê íåìó
òåîðåìó 4 è ïîëó÷èòü èñêîìûé âûâîä ∆;Σ > Y . q.e.d.

Èç ñëåäñòâèÿ 6 è òåîðåìû 7 ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëåíèÿ ÷åðåç
íåïîäâèæíóþ òî÷êó íå ðàñøèðÿþò äåäóêòèâíûõ âîçìîæíîñòåé
äåôèíèöèàëüíîé ëîãèêè, òàê êàê âñåãäà ìîãóò áûòü çàìåíåíû
îáû÷íûìè îïðåäåëåíèÿìè â ñìûñëå 2.4. Âìåñòå ñ òåîðåìîé 4 ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî îïðåäåëåíèÿ ÷åðåç íåïîäâèæíóþ òî÷êó ÿâëÿþòñÿ
ïîëíîïðàâíûìè îïðåäåëåíèÿìè è ïðè êîððåêòíîì èõ èñïîëüçî-
âàíèè íè ê ÷åìó ïëîõîìó ïðèâåñòè íå ìîãóò.

Ñòàíäàðòíîé çàäà÷åé àðèôìåòèêè ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ðå-
øåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé:

f1(x1, ..., xn) = 0
. . . . . . . . . . .
fn(x1, ..., xn) = 0
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Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å î íàõîæäåíèè ìíîæåñòâåí-
íûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé:

f1(x1, ..., xn) + x1 = x1

. . . . . . . . . . .
fn(x1, ..., xn) + xn = xn

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ óñèëåíèåì òåîðåìû 5.
ÒÅÎÐÅÌÀ 8 (Òåîðåìà î ìíîæåñòâåííûõ íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ).
Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà îïðåäåëåíèé ∆ è òåðìîâ F1, . . .,
Fn ∈ L(∆) ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèé Θ è
òåðìû X1, . . ., Xn ∈ L(Θ), ÷òî ∆ ⊆ Θ è èìåþò ìåñòî âûâî-
äû ∆; X1 > (F1X1. . .Xn), . . .,∆; Xn > (FnX1. . .Xn).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Â êà÷åñòâå Θ âîçüìåì ìíîæåñòâî ∆, ê êîòîðîìó ïîñëåäîâà-

òåëüíî äîáàâëåíû ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ:
P1x1. . .xn =def x1

. . . . . . . . . . . . . .
Pnx1. . .xn =def xn

Rx =dfp x(F1(RP1). . .(RPn)). . .(Fn(RP1). . .(RPn))
Â êà÷åñòâå òåðìà Xi âîçüìåì RPi.

1. RPi

2. x(F1(RP1). . .(RPn)). . .(Fn(RP1). . .(RPn))[Pi/x] � èç 1 ïî
DFE

3. Pi(F1(RP1). . .(RPn)). . .(Fn(RP1). . .(RPn)) � èç 2 ïî îïð.
2.3

4. xi[(F1(RP1). . .(RPn))/x1, . . ., (Fn(RP1). . .(RPn))/xn] � èç
3 ïî DE

5. Fi(RP1). . .(RPn)) � èç 4 ïî îïð. 2.3

q.e.d.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü òî÷íûõ ôîðìóëè-
ðîâîê è äîêàçàòåëüñòâ, íî ëèøü çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 8 ïî
àíàëîãèè ñ òåîðåìîé 5 âûòåêàåò âîçìîæíîñòü ïðèíÿòèÿ ìíîæå-
ñòâåííûõ îïðåäåëåíèé ÷åðåç íåïîäâèæíûå òî÷êè. Â àðèôìåòèêå
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àíàëîãîì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííîå îïðåäåëåíèå íåñêîëü-
êèõ ôóíêöèé ïîñðåäñòâîì âçàèìíîé ðåêóðñèè.
ÒÅÎÐÅÌÀ 9. Ëîãèêà äåôèíèöèàëüíîé äåäóêöèè ýêâèâàëåíòíà
èñ÷èñëåíèþ ðåäóêöèé êîìáèíàòîðíîé ëîãèêè Øåéíôèíêåëÿ�
Êàððè [6].

Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû âûõîäèò çà ðàìêè
íàñòîÿùåé ñòàòüè. Äàäèì ëèøü åãî íàáðîñîê.

Â ëîãèêå äåôèíèöèàëüíîé äåäóêöèè ìû ìîæåì îïðåäåëèòü
äâà îñíîâíûõ êîìáèíàòîðà èñ÷èñëåíèÿ ðåäóêöèé êîìáèíàòîð-
íîé ëîãèêè:
Kxy =def x

Sxyz =def xz(yz)
Ïîñëå ýòîãî îñòàåòñÿ ëèøü ïîêàçàòü äîïóñòèìîñòü â äåôèíè-

öèàëüíîé ëîãèêå ïðàâèë âûâîäà èñ÷èñëåíèÿ ðåäóêöèé êîìáèíà-
òîðíîé ëîãèêè.

Äîêàçàòåëüñòâî â îáðàòíóþ ñòîðîíó èñïîëüçóåò òîò ôàêò, ÷òî
ïðàâèëî ââåäåíèÿ îïðåäåëåíèé DI ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ñâîéñòâà
êîìáèíàòîðíîé ïîëíîòû èñ÷èñëåíèÿ ðåäóêöèé. Îñòàåòñÿ äîêà-
çàòü äîïóñòèìîñòü â èñ÷èñëåíèè ðåäóêöèé ïðàâèëà DE. Ýòî ëåã-
êî ñäåëàòü èíäóêöèåé ïî ãëóáèíå âõîæäåíèÿ òåðìà DY1. . .Yn â
òåðì X{DY1. . .Yn}.

4 Ïðèëîæåíèÿ ëîãèêè äåôèíèöèàëüíîé äåäóêöèè
Óäèâèòåëüíûì ñâîéñòâîì ëîãèêè äåôèíèöèàëüíîé äåäóêöèè ÿâ-
ëÿåòñÿ òî, ÷òî ìíîãèå èçâåñòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû è êîí-
ñòðóêöèè ìîãóò áûòü â íåé ïðîñòî îïðåäåëåíû, à íå ïîñòóëè-
ðîâàíû, êàê â îáû÷íîé ëîãèêå ïðåäèêàòîâ. Îïðåäåëåíèÿ ýòèõ
îáúåêòîâ è èõ ñóùåñòâîâàíèå íå çàâèñÿò îò ïîíÿòèÿ ìîäåëè, òàê
êàê èìåþò ÷èñòî ÿçûêîâóþ ïðèðîäó.

4.1 Ñîãëàøåíèÿ
1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òåðì, ê êîòîðîìó íå ïðèìåíèìû ïðà-

âèëà DE è DFE, íàõîäèòñÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå.

2. Åñëè èç òåðìà X âûâîäèì íàõîäÿùèéñÿ â íîðìàëüíîé ôîð-
ìå òåðì Y , òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òåðì X èìååò íîðìàëü-
íóþ ôîðìó.
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Èç ñâîéñòâà ×¼ð÷à�Ðîññåðà äëÿ äåôèíèöèàëüíîé ëîãèêè ñëå-
äóåò, ÷òî åñëè òåðì èìååò íîðìàëüíóþ ôîðìó, òî îíà åäèíñòâåí-
íà. Ýòîò ôàêò óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíê-
öèé.

Äîïóñòèì, ìû õîòèì îïðåäåëèòü â íàøåì ÿçûêå íåêîòîðóþ
ôóíêöèþ f : An → B, ãäå A è B � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà. Äëÿ
ýòîãî êàæäîìó ýëåìåíòó a ∈ A è êàæäîìó b ∈ B íåîáõîäèìî
ñîïîñòàâèòü òåðìû paq è pbq, êîòîðûå áóäóò èõ ïðåäñòàâëÿòü.
Äîëæíî áûòü ñîáëþäåíî óñëîâèå: åñëè a1 ∈ A, a2 ∈ A è a1 6=
a2, òî pa1q è pa2q èìåþò ðàçíûå íîðìàëüíûå ôîðìû, ò.å. íå
ñóùåñòâóåò òàêîãî òåðìà t , ÷òî pa1q > t è pa2q > t. Àíàëîãè÷íî
äëÿ b1 ∈ B, b2 ∈ B.

4.2 Îïðåäåëèìîñòü ôóíêöèé
Ôóíêöèÿ f : An → B îïðåäåëèìà â ëîãèêå äåôèíèöèàëüíîé äå-
äóêöèè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé çàìêíóòûé òåðì F, ÷òî äëÿ âñÿ-
êèõ a1, . . ., an ∈ A èìååò ìåñòî âûâîä Fpa1q. . .panq > pf(a1, . . .,
an)q, ãäå pf(a1, . . ., an)q ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò f(a1, . . ., an) ∈ B.
Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òåðì F îïðåäåëÿåò ôóíê-
öèþ f.
4.3 Îïðåäåëåíèå èñòèííîñòíîçíà÷íûõ áóëåâûõ

ôóíêöèé
Îïðåäåëèì äâå êîíñòàíòû, êîòîðûå áóäóò ïðåäñòàâëÿòü â íàøåì
ÿçûêå Èñòèíó è Ëîæü.

1. (Tx y) =def x

2. (Fx y) =def y

Ïîñêîëüêó òåðìû T è F íàõîäÿòñÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå è îò-
ëè÷íû äðóã îò äðóãà, òî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñîáëþäåíû. Îïðå-
äåëèì òåïåðü äîïîëíèòåëüíûå êîíñòàíòû, ïðåäñòàâëÿþùèå îñ-
íîâíûå áóëåâû ôóíêöèè.

1. (Notx) =def (xFT)

2. (Andx y) =def (x yF)

3. (Orx y) =def (xT y)
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4. (Impx y) =def (x yT)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îíè äåéñòâèòåëüíî ïðåäñòàâëÿþò áóëå-
âû ôóíêöèè. Ïðîâåðèì ýòî íà ïðèìåðå êîíñòàíò Not è And.
Äëÿ îñòàëüíûõ ôóíêöèé ïðîâåðêà àíàëîãè÷íà.

(NotT) > (T F T) > F
(NotF) > (F F T) > T
(And T T) > (T T F) > T
(And T F) > (T F F) > F
(And F T) > (F T F) > F
(And F F) > (F F F) > F
Ýòîò ïðèìåð äåìîíñòðèðóåò îáùóþ ñõåìó, êàê îïðåäåëÿþòñÿ

ôóíêöèè â ÿçûêå äåôèíèöèàëüíîé ëîãèêè. Ïîäîáíûì îáðàçîì
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â íåé îïðåäåëèìû íå òîëüêî áóëåâû, íî è
âñå (!) ôóíêöèè ðåêóðñèâíîé àðèôìåòèêè.

Ïîñêîëüêó èñõîäíûé ÿçûê ïóñò, ò. å. íå ñîäåðæèò íèêàêèõ
äåñêðèïòèâíûõ òåðìèíîâ ñ çàðàíåå çàäàííîé èíòåðïðåòàöèåé,
àðèôìåòèêà ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé ðàçâèâàåòñÿ çà ñ÷åò åãî âíóò-
ðåííèõ ðåñóðñîâ è ïîòîìó ñîâìåñòèìà ñ ëþáûìè áóäóùèìè ðàñ-
øèðåíèÿìè. Ýòî ÿâëåíèå ìîæåò áûòü íàçâàíî ëèíãâèñòè÷åñêèì
àïðèîðèçìîì.

Ìû íå ìîæåì îñòàíîâèòüñÿ ëèøü íà êîíñòàòàöèè äàííîãî ôàê-
òà, à äîëæíû äàòü åìó êàêîå-òî ðàöèîíàëüíîå îáúÿñíåíèå. Ïî-
âèäèìîìó, îíî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìíîãèå ñòðóêòóðû ÿçûêà,
íå òîëüêî èñêóññòâåííî íàìè ïîñòðîåííîãî, íî è åñòåñòâåííûõ
ÿçûêîâ, ÿâëÿþòñÿ äðåâîâèäíûìè. Ýòè ñòðóêòóðû îáíàðóæèâà-
þòñÿ ïðè àíàëèçå ñëîâ, ïðåäëîæåíèé, òåêñòîâ. Èõ áîãàòûå âûðà-
çèòåëüíûå âîçìîæíîñòè äëÿ êîäèðîâàíèÿ èíôîðìàöèè è ïðåä-
ñòàâëåíèÿ âû÷èñëåíèé õîðîøî èçâåñòíû â ìàòåìàòèêå. Ïîýòîìó
ñîâåðøåííî íå óäèâèòåëüíî, ÷òî îáíàðóæèâ èõ â ÿçûêå, ìû îò-
êðûëè â ñåáå ñïîñîáíîñòü ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ââåäåíèÿ îïðåäå-
ëåíèé (êîäèðîâàíèÿ) è çàìåíû ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì (äåêîäè-
ðîâàíèÿ) ïðåäñòàâëÿòü ðàçíîîáðàçíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû
è êîíñòðóêöèè. À ïîñêîëüêó íàøå çíàíèå ìû âñåãäà ôîðìóëèðó-
åì è çàêðåïëÿåì â ÿçûêå, òî îíî âûíóæäåíî ïîä÷èíÿòüñÿ ýòèì
ìàòåìàòè÷åñêèì ñòðóêòóðàì. Íå â ýòîì ëè è çàêëþ÷àåòñÿ îòâåò
íà âîïðîñ î òîì, ïî÷åìó ìàòåìàòèêà ñòîëü óñïåøíî ïðèëîæèìà
ê âíåøíåìó ìèðó?
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